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Fonctions et équations du second degré
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Expression développée : az’ + bx + ¢
Définition d’une fonction du second degré

Une fonction est du second degré quand son expression peut s'écrire sous la forme développée
ax® + bx + c avec a # 0. Si a = 0, il s'agit d'une fonction du premier degré, pas du deuxiéme degré.
x est la variable de la fonction.

a, b et ¢ sont trois nombres constants (fixés), appelés paramétres.

Exemples

Exemples d'expressions développées de fonctions du second degré de la variable x et leurs graphiques :
associe graphiques et expressions.

522 | a=b  b=0 c=0

422 +3 | a=-4 b=0 c=3
322+ 7z | a=3 b=7 c=0
r—8—4z? | a=-4 b=1 c=-8

Expression canonique : a(z — 15)% + yg

Propriété
L'expression d'une fonction f du second degré peut toujours s'écrire sous la forme canonique :
f(z) =a(zx —zs)* +ys avec a # 0|,

On peut remarquer que f(r5) = a(zs — x5)? + ys = a.0? + ys = ys.
On vérifie ainsi que le point de coordonnées (xg;ys) est bien sur le graphe de f.
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Secondaire Fonctions et équations du second degré Second degré

Passage de I'expression canonique a I’expression développée

Il suffit de développer I'expression canonique.
Par exemple, aveca =4, rg =3 et ys =7:
Yx—3)2+T=4(x> —6x+9)+7=42? — 24z + 36 + 7 = 42* — 24z + 43

De facon générale :
a(r —x5)* +ys = a(x® — 2.25.0 + %) + ys = ar?® — 2axsr + ard + ys = ar? + br + ¢

On en déduit par identification que et c = ar? + ys = f(0)

On vérifie ainsi que toute fonction d'expression a(z — x5)* + ys peut aussi s'écrire sous la forme
ax?® + bz + c. |l s’agit bien d'une fonction du second degré.
Passage de la forme développée a la forme canonique

On suppose qu’on connait la forme développée f(z) = ax®+ bz + x d'une fonction f du second degré,
on veut trouver sa forme canonique f(z) = a(r — z5)* + ys.

b

La premiere équation permet de trouver que b = —2axg, on en déduit que |xg = ~2a |
a

On a déja remarqué que f(r5) = a(rs — x5)? +ys = a - 0* + ys = ys

Donc 2 4 hre < b>2—|—b< b>+ ab? — 2b%a + 4a*c  —b? + 4ac
nc, ys = ax rs+c=al|—— —— c= =
Ys s s 2a 2a 4a? 4a
A
On trouve que yg = T avec ’A =b? — 4ac‘ deuxieme formule a connaitre par coeur.
a

Méthode pour trouver la forme canonique a partir de la forme développée

Soit f(z) = ax® + bx + ¢ la forme développée.
On cherche zg et ys tels que : f(z) = a(z — z5)? + ys.
rs s'obtient par la formule : 75 = —5.

Puis on calcule ys = f(zs) = az% + brg + ¢

Exemple : Mettre sous forme canonique |'expression de la fonction g définie par g(z) = 22 + 3x + 4
Onamg=—5=—55=-3
Puis ys = g(xs) = 24 +3(—3) +4

Ainsi, g(x) = 22% + 3z + 4 = 2(z +

9 _ 18 4 32 _ 23
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Graphes des fonctions du second degré

De la fonction carré z? a la fonction du second degré a(z — r5)? + ys

Puisque toute fonction du second degré peut s'écrire sous la forme f(z) = a(x — z5)? + ys, on
en déduit que toutes les fonctions du second degré peuvent s’obtenir a partir de la fonction carré

d’expression 22 en appliquant les transformations élémentaires suivantes dans cet ordre :
2 — ar® — a(r—15)* — alr—15)*+ ys.
E.V. de a T.H. de zg T.V. de yg
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Secondaire Fonctions et équations du second degré Second degré

Le graphe d'une fonction du second degré s'appelle une parabole.
Il posséde un point particulier appelé le sommet S de la parabole.

Ce point a pour coordonnées (0;0) pour la fonction de référence f(z) = %

Graphes des fonctions du second degré de la forme az?

Les coordonnées du sommet S ne sont pas modifiées par I'étirement vertical de a car la multiplication
de son ordonnée par a donne (0;0 - a) = (0;0) pour les coordonnées du point correspondant sur le
graphe de la transformée.

Ainsi, toute fonction d'expression az? a son sommet en (0;0).

alors az? < 0, le maximum 0 est obtenu au sommet de la parabole, d’abscisse 0.

alors az? > 0, le minimum 0 est obtenu au sommet de la parabole, d’abscisse 0.
e 10

It |

-5 -4 -3 -2 -1 0

Détermine les valeurs de a pour chacun des graphes ci-dessus.

Puisque (kx)? = k2x toute compression horizontale de k de la fonction carré correspond a un étirement
vertical de k2.

Réciproquement, on peut vérifier sur les graphiques ci-dessus que

Si a > 0, I'étirement vertical de a correspond a une compression horizontale de /a.

Si a < 0, I'étirement vertical de a correspond a une symétrie orthogonale d'axe Ox (étirement vertical
de -1) suivi d'une compression horizontale de v/—a.

Graphes des fonctions du second degré de la forme a(z — z5)?

lls s'obtiennent a partir de ceux de az? par une translation horizontale de z5. Le sommet (0;0) de az?
devient le point de coordonnées (xg;0), sommet de a(x — z5)>.

0 reste le minimum de la fonction si a > 0.

0 reste le maximum de la fonction si a < 0.
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Secondaire Fonctions et équations du second degré Second degré

Cet extremum est obtenu quand la variable est égale a |'abscisse xg.
L'abscisse s du sommet reste |'unique zéro de la fonction.

Graphes des fonctions du second degré de la forme a(z)? + ys avec ys # 0

lls s'obtiennent a partir de ceux de ax? par une translation verticale de 7.

ys est le minimum de la fonction si @ > 0. (donc ys > 0, il n'y a pas de zéros).
ys est le maximum de la fonction si a < 0. (donc yg < 0, il n'y a pas de zéros).
L'extremum yg est obtenu quand la variable est égale a xg.

Synthese

Les parametres xg et ys dans I'expression canonique correspondent aux coordonnées du sommet S.

S
Si a > 0, la parabole ressemble a \9/ Sia < 0, elle ressemble a /\

La justification que yg est un extremum d'une fonction du second degré g peut se faire en utilisant sa
forme canonique g(z) = a(z — x5)* + ys.

ys est le minimum de g si a > 0, car alors g(z) — ys = a(x — zg)? > 0, et donc g(z) > ys.
ys est le maximum de g si a < 0, car alors g(z) — ys = a(x — x5)* <0, et donc g(x) < ys.
On a g(x) = ys uniquement lorsque = = xg.

Exemples

Trouve |'expression canonique des fonctions correspondant aux paraboles ci-dessous en précisant les
transformations élémentaires effectuées pour les obtenir a partir de la fonction de référence 22.

peeeen peeee X
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Secondaire Fonctions et équations du second degré Second degré

|4] Résolution de I'équation du second degré az? + bz +c =0

Principe

< . A
On se rameéne a la forme canonique en posant zg = ~5 et ys = 1
a a
b A b A
ax2+bx+c=O<:>a(x—x5)2+y5:0<:>a(x—|—%)2—E=O<:>(x+%)2=@
0 A ys A )
n remarque que 2 a le méme signe A car 4a° > 0.

Méthode

On calcule A = b? — 4ac

Discussion :
—Si A <0, I'équation n’a pas de solution (ys a le méme signe que a).
Si a > 0 (concavité vers le haut), cela correspond a ys > 0, et v
donc le sommet au dessus de |'axe des .
—
— 3 X

Si a < 0 (concavité vers le bas), cela correspond a ys < 0, et
donc le sommet au dessous de |'axe des z.

—Si A =0, I’équation a une solution (ys = 0)

b
x:xg:—%.

X
Le zéro est |'abscisse du sommet. \ /
X

—Si A > 0, ’équation a deux solutions (ygs a le signe opposé de celui de a)

b VA b VA

20 20 M T2 24 |

T =

de I'abscisse du sommet.

a

Les deux solutions sont de part et d'autre et a équidistance

A A

a<0 T < To a>0 Ty < T1

@ Somme et produit des racines quand A > 0

T1+ Ty = —— T1elg = —
b VA b VA b b
— —_— _— _—— :—2—:——
Tt T2 [ 2a+ 2a]+[ 2a 2a] 2a a
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h
m P. Anastasoglou (2024-25) @@@@
w net 4 Page : 5 sur@



Secondaire Fonctions et équations du second degré Second degré

Pour le produit, on utilise I'identité remarquable de la différence de deux carrés : (a —b)(a+0b) = a® —b?

( b>2 (\/K)2 ¥—A - (b0 —4ac) 4dac ¢
T1T9 = — = = — —

2a  2a a

4a? 4a? T 442 a

6] Expression factorisée (1) = a(x — z1)(z — ) avec a # 0 quand A > 0

L'expression canonique a(r — xg)* + ys a trois paramétres : a, x5 et ys.
L'expression développée ax? + bz + ¢ a trois paramétres : a, b et c.
Considérons |'expression a(x — z1)(x — x2) qui a pour paramétres a, x; et 5.
Elle est égale a 0 si et seulement si © = 1 ou © = x5 (régle du produit nul).

x1 et xo sont donc les zéros de la fonction g définie par g(z) = a(z — x1)(x — x2)

Il s'agit d'une équation du second degré. En effet, en développant :

2 2—(x1+x0)T+T110) = QT

Par identification, on retrouve que |b = —a(z; + x2) | et [c = ax12,].

Pour trouver deux nombres x; et x5 dont on connait la somme x; + x5 et le produit z1x5, il suffit de
résoudre I'équation 2 — (11 + T9)x + 2125 = 0

a(x—mz)(r—2x2) = a(r® —xx9 — T1T+T122) = a(x 2—a(x1+T0)T+aw Ty

Pour factoriser g(z) = ax? + bx + ¢, on calcule A = b — 4ac.
Si A >0, g a deux zéros x; et x5 et on peut écrire g(z) = a(x — z1)(x — x2).

A
Si A =0, I'expression factorisée de az? + bz + ¢ est la forme canonique a(z — xg)? (car ys = e
a
0

b b
0= 0). g(z) = a(z + %)2 et x5 = — - est alors appelé « zéro double ».

Si A < 0, la fonction du second degré n'a pas de forme factorisée.

Comment trouver le maximum ou le minimum d’une fonction du second
degré?

Considérons une fonction du second degré. Elle admet un extremum en z = zg.
ys est un minimum si @ > 0, ou un maximum si a < 0.
Si on connait la forme canonique, on a directement g et ygs.

. . ) ) b N
Si on connait la forme développée, on a x5 = ~5a et ys est I'image de xg.
a

I1—|—l’2

7 L'abscisse du sommet est au milieu des zéros.

Si on connait la forme factorisée, on a xg =

ro, o=
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