Secondaire Limites et asymptotes de fonctions rationnelles Fonctions

Fonction rationnelle

Une fonction rationnelle a pour expression le quotient de deux polynémes.

Objectifs et notation

Etudier le comportement d'une fonction rationnelle aux bornes de son domaine de définitions.

Exemple
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flx , on a alors domf = |—o0; 2| U |2; +00]| car on ne peut pas diviser par 0.
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Pour préciser le signe de l'infini (et donc la position du graphe par rapport aux A.V.), il faut étudier
le signe du dénominateur (donc le signe de 4 — 2z).

@ Droite Asymptote Horizontale : A.H.

L'infini est une borne du domaine de définition (z — +00).

f admet une asymptote horizontale (A.H.) d'équation y = a en +oo <= lim f(z) =a

T—+400

f admet une asymptote horizontale (A.H.) d’équation y = a en —oco <= lim f(z)=a

T—r—00

Pour étudier la limite en I'infini d'une fonction rationnelle, on ne conserve que le terme de plus
haut degré de chacun des deux polyndmes (numérateur et dénominateur).

Soit n le degré du numérateur et d celui du dénominateur.

, alors f admet une A.H. d'équation y = 0
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, alors f admet une A.H. différente de y =0
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, 5x° + 2z — 2 . 52° .5 5
lim = lim — = lim - = — A.H. Yy =
z—+o00 21% — % 4+ 222 + 18 zo400 2% z—+o0 2 2

, alors f n'a pas d'asymptotes horizontales (f a une asymptote oblique si n = d + 1).

DN | Ut

@ Droite Asymptote Verticale (A.V.) OU point vide

Le nombre a est une borne du domaine de définition (x — a), et a & domf.

f admet une asymptote verticale (A.V.) d'équation x = a a gauche de ¢ <= lim f(z) = +o0

T—ra~

f admet une asymptote verticale (A.V.) d'équation x = a a droite de a« <= lim f(z) = +o0

z—at

Pour étudier la limite quand = tend vers un nombre a, il faut remplacer la variable = par a. Le dénomi-
nateur vaut alors 0. Il faut étudier son signe quand x tend vers a pour trouver le signe de I'infini.

0
ATTENTION, si on tombe sur une forme indéterminée (F.l.) —, il faut factoriser les polynomes pour

simplifier. On peut alors trouver une limite finie b en une borne finie a du domaine de définition, donc
un point vide de coordonnées (a;b) (car a & domf).

@ Droite Asymptote Oblique : A.O.

L'infini doit étre aux bornes du domaine de définition. On étudie alors, comme pour les asymptotes
horizontales, ce qu'il se passe quand la variable x tend vers I'infini.

On a déja vu si le degré n du numérateur est inférieur ou égal a celui d du dénominateur (n < d), alors
on a une asymptote horizontale.

Sin =d+ 1| alors on a une asymptote oblique.

f admet une Asymptote Oblique (A.O.) d’équation y = maz+p en oo <= lim [f(z) — (mz+p)] =0

r—+0o0
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Donc f admet la droite d'équation

comme A.O.

En effet, la division euclidienne de 222 +1—2
par x — 1 permet de trouver que :
20 +x—2=(x—1).2x +3) — 1

222 -2 —1
Et donc: -+ % —[22 43| +——
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